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FLAMBAGEM

Definicdo de Flambagem

Denomina-se flambagem a perda de estabilidade de um corpo solicitado,
caracterizada pelo aparecimento de deformacgdes, a principio, incompativeis com o
estado de tensao.

Apos o surgimento das deformagdes inusitadas, o corpo converge rapidamente ao
estado de ruptura, sob um pequeno acréscimo da solicitagao.

Exemplos:
a) Barra Comprimida: deformagdes tipicas da tor¢do e da flexao

N —>| | «— N
Figura 01
b) Barra Torcida: deformagdes tipicas da flexao
T < | | —> T
L, ]
Figura 02

c) Barra Fletida: deformacdes tipicas da tor¢do associadas as de flexdo fora do plano
de carregamento (flexdo lateral)

YN
Mxy _______________________________________________________________________________________ 1 ny_> V4
\ J

X /|\ 0 i':‘_'/|\y

Figura 03
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Observa-se que a flambagem ocorre somente quando o corpo estd submetido a

tensoes normais de compressao.

Conclusdo: Nao ha flambagem se as tensdes nas se¢des transversais de uma barra
sdo so de tracao.

O estudo da flambagem ¢ muito extenso. Estudaremos, aqui, apenas os casos de
maior interesse pratico:

a) Flambagem de Barras Comprimidas

b) Flambagem de Barras Fletidas

c) Flambagem de Chapas Comprimidas e Fletidas

Tipos de Flambagem:

a) Flambagem por Flexao: a barra apresenta deformagdes tipicas da flexao;

b) Flambagem por Tor¢do: a barra apresenta deformacgdes tipicas da torcao;

c) Flambagem por Flexo-Tor¢do (caso geral): a barra apresenta, simultaneamente,
deformagdes tipicas da flexao e da torgao.

Observacao:Dependendo do tipo de solicitagdo, de secao transversal e dos vinculos
(apoios) da barra, pode ocorrer qualquer dos trés tipos de flambagem.

A flambagem pode ainda ser eldstica ou ineldstica. A primeira ocorre sob tensoes
inferiores ao limite de proporcionalidade o, do material. A segunda, sob tensdes
superiores a este limite. O comportamento dos corpos na flambagem eléstica difere
do comportamento na flambagem inelastica. Portanto, o estudo da flambagem deve
ser feito separadamente para cada caso.

Denominaremos o, a tensdo normal de compressdo sob a qual a barra "flamba" -
tensdo critica de flambagem.
Seox<o, U flambagem elastica

Se 6+:>0, U flambagem inelastica

Método Classico para a Analise da Flambagem:

1) Considera-se inicialmente o sistema sem as deformagdes incompativeis;

2) Introduz-se arbitrariamente uma deformagdo incompativel, porém observada no
fendmeno da flambagem:;

3) Analisa-se o sistema assim modificado, no sentido de se determinar os esfor¢os
que provocariam o fendmeno teoricamente inusitado.
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Para melhor compreensao do fendmeno, consideremos o modelo:

N A
L/2
A N
—}’ Molaespira com
constante de torcao k
L/2 0
B
i

Para uma determinada for¢ca P as barras AC e BC continuam alinhadas.
Imaginemos que seja dado um deslocamento no ponto C, de tal forma que a barra
BC e a barra AC formem um pequeno angulo (A8) com a vertical.

Nestas condi¢des, o sistema voltarda a sua
posi¢do inicial de equilibrio ou continuaréd se
movendo com o ponto C' se afastando do ponto
C. No primeiro caso o equilibrio ¢ estavel e no
segundo, instavel.
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Analisemos a barra AC

o momento provocado pelas forcas P tendem a
afastar a barra de sua posicao inicial (alinhadas entre si)
enquanto que o momento M. tende a levar as barras
de volta a sua posi¢ao inicial.

MPPP—Z.LwenQ e M,.=k.2.A0

Se Mpp > Mol a barra se afasta da posi¢do vertical e o sistema ¢ instavel.
Se Mppr < Mol @ barra tente a voltar a posi¢ao inicial e o sistema ¢ estavel.

O valor da forca P para o qual os momentos se igualam ¢ chamado de “carga
critica”

P L
> senAO=k.2A0 se,
P < P, — sistema estavel
P > P, — sistema instavel
p 4k A0
L senA@

Como A0 € pequeno, senA0~A0

P =

cr

4.k
L

Imaginemos agora P > P,
Neste caso, o sistema se afasta da vertical e atinge, apds algumas oscilagoes,
uma nova configuracao de equilibrio para algum valor de 0.

-sen0=k.20
PL 0 se 0 ¢ positivo, entdo sen 0 <0, o que resulta em
4.k sen0
%>1—> P>7Pc,
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Flambagem de Barras Comprimidas

Flambagem por Flexao
Flambagem Elastica - Problema de Euler (séc. XVIII):

A) Barra Birrotulada:

y /\ Ay
e Yg——
N A SN >z >
| V4
1 >| L \ se¢do transversal
! I
Figura 04

Consideramos, inicialmente, o sistema sem deformacgdes incompativeis com o estado
de tensdo. A seguir, introduzimos deformacodes tipicas da flexdo (flecha y). O eixo de
flexao €, portanto, o eixo x. A equacao diferencial da linha eléstica, entdo, ¢

M

Ry

1_
p E.I

X

onde p € o raio de curvatura da linha elastica (1/p € a curvatura)

My = -N.y ¢ o momento fletor numa se¢do genérica distante z do apoio
esquerdo

E.I ¢ arigidez a flexdo relativa ao eixo de flexdo x

A curvatura 1/p ¢ dada por

(1+y'2)?
se as deformagdes sdo pequenas (y’* é desprezivel na presenca da unidade).

Assim, temos

_—N.y
E.I

e

y

=—k.y ou y''+k.y=0 ,

N
onde K=—F .

A solugdo desta equacgao ¢

y=C,.sen(kz)+C,cos(kz) |
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onde C, e C; sdo constantes de integragao.

A obtengdo destas constantes ¢ feita através das condi¢des de contorno do problema
que sdo, no caso, condi¢des de apoio da viga, isto ¢€:

Cz = 0
Cisen(kL)=0 [ Ci=0oukL=n.m
onde »n € um inteiro

0 em
0 em

y z=0 [
y z=L [

Da primeira solugdo, C, = 0, concluimos que y = 0 e, portanto, a barra nao flete. Esta
solugdo nao nos interessa. Contradiz o pressuposto.

n.Tm N n.T
L E.I L

Da segunda, k.L=n.m , concluimos que k=

concluimos que
_nt.m?E. T,
L

sdo as cargas de compressdo que provocam a flambagem por flexdo numa barra
birrotulada.

A carga minima (n = 1) ¢ a carga de interesse pratico e ¢ denominada Carga Critica
de Flambagem Elastica, ja que consideramos, na dedugdo, o regime elastico. Assim,

milEll,
N =—2

cr L2

Conclusoes:

a) quanto mais rigida a barra, maior serd N. (N. [J E.Iy) e, portanto, menos
susceptivel ¢ a barra a flambagem,;

b) a flexao se dard no plano de menor inércia (N, serd tdo menor quanto for Iy); logo,
Ik = Imin (momento de inércia minimo da se¢do);

¢) quanto maior o comprimento da barra, menor sera N e, portanto, mais susceptivel
¢ a barra a flambagem.

Destas conclusdes podemos definir um indice para medir a susceptibilidade da barra
a flambagem:
n?E.1l,, A mE.Ar,,>
oL 4 L

5

L . LN ;- ~
onde r, = 7 € o raio de giragdo minimo da segao.

A carga critica fica, entdo,
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2 FE. A4
NCV:T(T ,

. : L ;o
onde E.A ¢ a rigidez axial da barra e A=—— ¢ o chamado indice de esbeltez da

min

barra.

O indice de esbeltez A mede a susceptibilidade a flambagem pois quanto maior o
comprimento da barra e menor o raio de giracdo da se¢do, mais esbelta serd a barra e,
naturalmente, maior sera A.

A tensdo critica de flambagem eldstica da barra sera

N _m*. E.A
g .= ou UW_T

Assim, a curva o X A ¢ uma hipérbole.
Ocr

N\

. >
Figura 05
Observacao:A equacdo da deformada é y=C,.sen(kz)=C,.sen %)
L T .

Em z=2 ., y=Csen>=C = flecha maxima

y

/I\ Act ---------------- senoide
N —2< ' AN D>z

B) Caso Geral (quaisquer condi¢des de apoio):
A equacdo diferencial da linha eléstica sera
y''+ky=1(z)
cuja solugdo sera
y=C,.sen(kz)+C,cos(kz)+ f,(z)

b

onde fi(z) e f2(z) dependem das condigdes de apoio (reagdes de apoio) da viga.
FLAMBAGEM
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Para as diversas possibilidades de apoio temos as seguintes condi¢des de contorno:

a)

b)

d)

g)

h)

------------------ y=0emz=0
- .;~~‘}_\_>Z {

N\

o L y=0emz=L
YA { y=0emz=0

— T NZ

: L > y=0emz=0 (y =rotacdo)
YA { y=y =0emz=0
q T S Z

7 L A> y=0emz=L
YA y=y =0emz=0
/N [‘_>Z {

’ L X y=y'=0emz=L
y I | y=0emz=0

o L y’=0emz=L
yn o | y=y =0emz=0
1 H z {

’ L > y=0emz=L
y y=0emz=0
A ------------------ :|_>Z {

AN L y=y =0emz=L
yN y=y=0emz=0
—= > 7

2 oo {yzy’ZOemzzL

Resolvendo para cada conjunto, temos:

onde

M E.A

Ncr_ 2\2

b

L

r

S

b

A=

L,=K.L ¢ o comprimento de flambagem da barra e
K ¢é o parametro de flambagem da barra.

Valores de K:
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Condi¢des de Apoio - Caso Valor de K

1,0

2,0

0,7

0,5

2,0

1,0

0,7

Ste (o [eaflo (o

0,5

Notar que para as barras deslocaveis (casos b, e, f), K = 1 e para as barras indesloca-
veis (casos a, ¢, d, g, h), K< 1.

O valor de K ¢, na verdade, o percentual do comprimento L da barra, correspondente
a uma senoide.

Ex.
£ - K=10
L
________________________________ 3 K=2,0
] L | L |
I J '
e . K=07
7 0,7L &
L

Observacao:Concluimos, no estudo da barra birrotulada que a flexdo se dara no
plano de menor inércia. Porém, se as condi¢des de apoio nos planos
principais forem diferentes, isto pode ndo ocorrer.

Como Ky # Ky, entdo Lax # Lyy.

Os indices de esbeltez para flexdo em torno de cada eixo serdao

L
1 T
==L e A= L onde
X T’y
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A tensdo critica sera a menor entre fi e f., isto é, serd a tensdo
correspondente ao maior indice de esbeltez, que ndo necessariamente
corresponde ao plano de menor inércia se Ly # Lay.

Observagdes Complementares:

a) Em vigas continuas, a deformada, na flambagem, tem o seguinte aspecto:

—> < YA A€
b) Se a inércia da barra varia, temos:
y
N EL E.L
N <_N_>z
] Ll 'l L2 1
| | l
y'+k?2.y=0 em 0<z<L, onde kf:E]
R ¢
N
'tk y,=0  em Li<z<Li+L, onde K’=5
ct2

e, além das condi¢des de contorno j4 vistas, teremos:
Yyi=y: € yi'=y2’ em z=1L,

Se, ao invés da inércia, for o esfor¢o normal que varia, temos solu¢ao analoga:

N,
Ny —» l«— Na=Ni + N>
: L, g L, :
k2= N, e 2— N,
'OE T 2 EI
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Método de energia para determinar a carga critica
Seja a barra bi-rotulada abaixo, submetida a carga critica P..
Ao ocorrer a flambagem, o apoio A sofrerd um deslocamento 6 ¢ a barra sofrera

flexdo. A energia cedida pela carga critica ao sistema sera P..0 serd absorvida pela
barra em forma de energia potencial de deformacao.

L
6=fdu
dx 0
du=dx.(1—cosq)
1
~]——-p?
| cos > (o}
% du=--d: Zl’l
X
g=dyldx L
L 52[3()”)2'61)6
du=dx - dx.cosp ‘

Energia de deformacao (flexao da barra):

L
M?
U,= -dx
! JZ.E.I

quando o ponto A se desloca para o ponto A', a forca P, realiza o trabalho U,=P,,é

se U,< U, o equilibrio ¢ estavel

se U,> U, o equilibrio ¢ instavel

a flambagem ocorre quando em que U, = U,
assim,
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L
M2
P 6= -d.
r {2.E.1 !
L 2
f M -dx
' 2.E.1
PC‘}":L
1 2
_. ! d
{2 (y')>-dx
rr — M
ou, fazendo » =% I
j M E.I
LR
) 2.E.1 E.I
P =
cr L 1
—. 4 Z.d
[ 5

12

Desta forma, a carga critica ¢ calculada a partir do conhecimento da equagao da linha
elastica da barra em questdo. Se esta equacao ndo ¢ conhecida o problema pode ser
resolvido de forma aproximada a partir de uma equacao da linha elastica que se
aproxime da teoricamente exata. Obviamente, tal equac¢do devera atender, no
minimo, as condi¢gdes do contorno (condi¢des de extremidade da barra) do problema.

Exemplos

1 - Calcular a carga critica para uma barra bi-rotulada de se¢ao constante

equagao da linha eléstica (calculada anteriormente — problema de Euler)

. o , us T. X .
y=A.sen ,entao y =A-zcos A e y''=—4-
L L )
0
[E.1.(y)2.dx E-I-| 4 S|
_0 _ 0
Pcr_ L - cr L T 2 .
J.(J/')Z dx fAZ(— -cos’ -dx
0 0 L
E I.m2
PC":
L2
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se a fung¢do y ndo € conhecida, entdo deve-se partir para uma solugdo aproximada
admitindo-se uma fun¢do y=f(x) que atenda as condi¢des de extremidade.

exemplo 2: calcular a carga critica da barra bi-rotulada admitindo a funcao

y=4.x.(L—x) como equacdo da linha elastica (observar que y = 0 para x=0 e para
x=L).

y=A.x.(L—x)=A.(x.L—x?)
y'=A4.(L-2.x) , substituindo na expressao para calculo de P, , vem
y''=4.(-2)
L
E.I[4.4%.dx
p = 0 _ E.1.4.L _ E.1.4.L _ET 4
o L T, 4L 4L I 4
_{AZ.(I—2.x)2.dx {(L2—4.L.x+4.x2).dx D=+ -2+
P ZIZ.E'I
cr LZ

Exemplo 3: No exemplo anterior, observamos que, a funcdo escolhida para a
deformada resultou em uma curvatura constante implicando em um resultado pouco
aproximado). Experimentemos, agora, a fungdo y para a curvatura e ndo para a
deformada.

y'"'=4.x.(L—x)=A.(x.L—x?)

, x2. L X
3
y=A. )66 L —f—2+Cl.x+C2)
y(0)=0—-C,=0
L L L3
y(L)—0—>6——E+C1.L—O—>C1——E

desta forma, a fun¢do da deformada fica:

_4 s g4 L7
y(x)—12 2.x°. L—x T

% ’(x)=i4—2'(6.x2.L—4.x3—L3)

y'"'(x)=A4.(x.L—x?)

FLAMBAGEM
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P, =E-I- 0
(36.x* . L°4+16.x°+ L°—48.x° . L—12.x2. L*+8 .x3. L*).dx

o?—“\

integrando, desenvolvendo e simplificando, vem

_168 E.1_ggq E.1
“T7 L L?

P

Observa-se um resultado muito proximo do encontrado analiticamente (problema de
Euler)

Processo aproximado — Vianello (barras de secio variavel)

dx’ E.I1x)Y l
X
Lo=1Fx) o
p
2
K e,
P
d’ ® _al® -
32}+k2.f(x).y:0 T
dx y(X)

O problema ¢ determinar o menor valor de k que satisfagca a equagdo anterior.
A solugdo ¢ encontrada por aproximacgdes sucessivas

FLAMBAGEM
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Procedimento:
1- adotar uma 1* aproximagdo para 'y
y1(x) atende as condigdes de contorno

2- Integrar a equacgao diferencial

yz(x):_k2'ff f(X)'yl(X)'dXZ
y2 € uma segunda aproximagao
3- verificar a proporcionalidade entre y; € y, como sera explicado mais adiante

4- integrar a equacao diferencial novamente

V3 (X):_kz'_[[ f(x)-yz(x)dxz
5- verificar a proporcionalidade entre y; e ys

6- repetir os procedimento 4 e 5 sucessivamente ate que seja encontrada uma boa
aproximacao (proporcionalidade entre as funcoes)
- verificagdo da proporcionalidade entre as fungdes:

s k2= yi(x)
IJ £ ) yi(x)-dx?

problema estara resolvido e
P_=k>.E.I,

= constante em todos os pontos da barra, entdo o

E possivel demonstrar que o processo ¢ convergente € conduz ao menor valor ndao
nulo de k

Exemplo:
Calcular a carga critica para a barra bi-rotulada com inércia variando linearmente de
Icaly/2

1(x)
solucao: P P
I - 4
==t 1 _1[;,x
1+ Ix) 7L
X
. X 1 >
assim, f(X)=1+f = I-(L+x)
P P
»O\_L O<
y(x)
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adotando como deformada a fun¢do y,(x)=a.x.(L—x) |, que atende as condi¢des
de extremidade y(0) = y(L) = 0.

)=k [ F(x)-y,(x)-dx’
x)=—k2[[ H (L-x)|[a

x-(L—x)]-dx*

—kz —kz.a 2 2 2
V,(Xx)= ﬂx (L+x)(L—x)dx* T -ﬂx.(L —Xx7)dx
1.2 12 2 2 4
k J‘J‘ 2_ kL‘a'J‘ L2.X _XZ"‘Cl dx
_—K.a|L*.x® X
yz— L : 6 _2_0+C1X+C2
condigdes de extremidade:
y,(0)=0-¢,=0
L° L ~-7.L*
L)=0-=— .L=0-C,=
Y2(L)=0= g =55t € L=0= 60
assim,
(X)_—kz.a_ L X’ x> 7.I' |
Y2077 6 20 60
VY, (X)=— K. (10.L*.x*-3.x°-7.1" . x)
2 60.L
verificacao da proporcionalidade entre y»(x) € yi(X)
2 a.x.(L—x) B 60.L.(L—x)
k== 2 U3 4 T 10123 -3.x*~7.1"
(10.L*.x>-3.x°-7.L"*. x) b : :

60.L

FLAMBAGEM
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k2:8,57

Lz
x=0,25L—k?=L9>
L

x=0,50L— k?=2:20
L

x=0-

x=0,75L—k?=5:42
L

—>x:L—>k2:I7J’T5

observa-se que ao longo da barra o valor de k* . L varia entre 6,4 ¢ 8,57
tomando agora, como expressad da deformada, a obtida para y»(x)

Vv, (x)=A.(10.L*. x’-3.x°-7.1*.x)
——szﬂ[ )(7.L* x—=10.L*.x*+3.x°) |-dx’

integrando, desenvolvendo e simplificando ..

y3(x)=—f- X0+ X'+ ==X

K*|7.L° 5, 7.L" 4 10.L° 5 10.L* ¢ 3.L - 3 s 25.L"
6 12 20 30 42 56 24

verificacao da proporcionalidade entre y»(x) € ys(Xx)

7.L%. x—10.L*.x*+3.x°

1(-25.L7 7.L° 5 7.L' 4 10.L° 5 10.L> s 3.L - 3 s
Ll 24 6 12 20 30 42 ~ 56

kP=—

x=0-k*.L*=6,72
x=0,25L—k*. 1L*=6,64
x=0,5L—k*.1*=6,54
x=0,75L—k*.1L*=6,51
x=L—k*.1*=6,56

6,59-E.1,

tomando um valor médio k*.L°=6,59— P_~ [E

FLAMBAGEM
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Flambagem Inelastica:

A expressdo da tensdo critica de flambagem vista no sub-item anterior somente ¢
valida para tensoes inferiores ao limite de proporcionalidade do material, isto €,

Tl'z.E<
cr 2\2 —O—p

Da condig¢ao o, = o,, determinamos A = A, isto &,

Ar:n.\/£
o

p

Este ¢ o indice de esbeltez limite de flambagem eléstica - valor de A além do qual a
flambagem ¢ elastica.

Se A <A, a flambagem, se houver, serd inelastica, isto &, 6. > o,

) A GcrA

Curva de Euler (A > A))

fy: limite de escoamento do material
Figura 06

Viérias teorias j4 foram propostas para a avaliagdo da tensdo critica de flambagem
inelastica. Nenhuma delas, porém ¢ universal. Cada norma técnica adota a que lhe
parece mais conveniente. Uma das mais comuns ¢

2
T Eo
O.,= A2 >

onde E.qs ¢ o chamado modulo de elasticidade reduzido do material, também
possuindo valores diferentes, de acordo com a teoria adotada.

Se a barra comprimida escoa antes de flambar, isto €, de o > f;, dizemos que se tarta

de uma “coluna curta”. Isto acontece se o seu indice de esbeltez € inferior a um certo
limite A,, em geral determinado experimentalmente. Teoricamente, a obtengdo de A,
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seria feita a partir da condi¢do o = fj, porém como a tensdo critica de flambagem
inelastica ¢, geralmente, obtida por processos semi-empiricos, A, também o €.

Modernamente, as normas técnicas trabalham com grandezas adimensionais

. _ O« ~ A g, , = 70 . = B
denominadas p=_ ¢ z\:?\—: —£ . p € a tensdo critica relativa ¢ A € 0
P r 10

indice de esbeltez relativo. A curva de flambagem, portanto, ¢
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Carga Excéntrica — fébrmula secante

P
l Seja a barra bi-rotulada da figura ao lado submetida a uma
] forca de compressao P com uma excentricidade e.
ol O momento fletor em uma se¢do qualquer, ap6s a
ely deformacdo, sera:
M=—-P.(y+e)
Usando a equagao diferencial da linha elastica:
Oi
dy _M __ P __P
pT o EI EI1’E.I
k=——
fazendo 77 - vem

d’ ~ 1o A
ﬁ+k2. y=—k’.e (equagdo diferencial ndo homogénea)
X

A solu¢ao geral da homogénea é: y=4.sen(kx)+B.cos(kx)
Uma solugdo particular da ndo homogénea: y=-—e
A solugdo geral fica, entdo: y=A.sen(kz)+B.cos(kx)—e

Condicoes de contorno (extremidade):

y(0)=0 B=e
y(L)=0 A.sen(kL)=e|[1—cos(kL)]
lembrando que sentx=2sen%~cos% e l—cosa=2sen2%
ZSenzk—L
:e.[l—cos(kL)]:e_ 2
sen(kL) 2senk—L-c0sk—L
2 2
kL
A: .l‘ R
etg—
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entao,
-sen(lcx)+cos(kx)—l]

—etk—L
Yy ’g2

a flecha maxima ocorrera no meio do vao e sera:

s
GER

Observa-se que y—o quando J %%_

+ cos

kL
2

2
sen

+cos =e-

-sen

:e-

kL
g 7

| L
yma’x Y 2
COS

sec

yma’x:e ou yma'x:e'

sec E —1
2

Na realidade, a flecha ndo alcanca valor infinito mas chega a valores muito
grandes, inaceitaveis, quando P atinge um determinado valor critico (P.)

P *E.l
\/ P .AZE_) o . L*’=1* ou pcr:n——
E.1T 2 2

&
~
hm

P -L*

da expressdo anterior, £./=—"
T

substituindo na expressao da flecha maxima, vem

P.m’ L
P, L2

E\/i
2\ P

A tensdo maxima ocorre no ponto onde a flecha ¢ maxima e sera:

-1

Vmax —€°| SEC

sec

ymdx:e.

P M P P.y..te)

max A I y A I c
2 1 P P (yute
1 =— O, ="t > C
A I
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_ P
ou O-ma'x_g.

1+g-sec(

D | b~

.2
1

um problema interessante ¢ determinar qual a forca P que causa uma determinada

tensdo maxima omsx €m um pilar que tenha um indice de esbeltez A € com uma certa

N e.c . ) o . .
relacdo —;— ou seja, a partir da expressao anteriormente obtida,
l

o

L, P
20 VE. A

cuja solucdo se obtém por tentativas.

S |

e.c
14+—"sec
i

Flambagem por Torcao

A tensdo critica de flambagem eléstica por tor¢cdo para barras comprimidas cujas
segOes sdo sujeitas a empenamento ¢ dada por

w2 E.C,

flz
A.r,?

+G.1,

onde 1y’ =rd+r12+ X" Ty,
Ix € Iy: raios de giracao relativos aos eixos principais centrais da secdo, x ey
X, € Yo: coordenadas do CC da se¢do, relativas aos eixos x € y
C.: constante de empenamento da se¢io
IT: constante de tor¢ao da se¢ao
A: area da sec¢do
Lu,: comprimento de flambagem na torcao - distancia entre duas segdes
consecutivas impedidas de girar em torno do eixo da barra
E e G: mddulos de elasticidade longitudinal e transversal do material

Para se¢des com empenamento nulo (C,, =0), tais como
- secoes circulares e retangulares macigas,
- tubos circulares e retangulares (perfis fechados),
- perfis constituidos por chapas planas, cujas linhas médias da sec¢do
concorrem  num Unico ponto (perfil L, perfil T, se¢do cruciforme, etc.),
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Flambagem por Flexo-Torcao

A tensdo critica de flambagem eldstica por flexo-tor¢do sera a menor raiz da equagao

2

o, —fa)

(0~ 0= o= f =0 o= 1|3 =0 .

Xo

0 Ty

Esta equacdo ¢ do 3° grau. Porém, se um dos eixos principais da se¢ao ¢ de simetria,
Xo =0 ouy, =0 e aequagio fica

a)sexo=0: (0,— fI1—(22] o2~ (fo+ /) Tot o f)=0
b)seyo=0: (o, f1=|72| JoL~(fut [ )0t for f}=0

Se os dois eixos sdo de simetria, X, =y, = 0 € a equagao fica

(0= fe) (00— [ o) (0, f)=0

Observagdo: A tensao critica de flambagem inelastica na flambagem por tor¢cdao ou
por flexo-tor¢do também ¢ obtida, em geral, por processos semi-empiricos.

Flambagem de Barras Fletidas
Tipo de Flambagem: Flambagem por Flexao Lateral com Torc¢ao

Barra Birrotulada Submetida a Momento Fletor Constante (Flexao Pura):

y
M C ADMX NZ

L

N
A
|

Figura 07
As secoes apoiadas sao supostamente impedidas de girar em torno de z.
Supondo, como no esquema acima, o eixo x sendo o eixo de flexdo, esta flambagem
(flexdo em torno de y) somente ocorrera se a inércia relativa a y for menor do que a

inércia relativa a x, isto ¢, se I, < Ix..

Ao flambar, a barra sofre flexdo lateral (em torno de y) e torgao.
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0y
XA[ _______________________ Y1 X1
L% —A> Z 0
: 3.

olhando de cima 5 Z> L
Figura 08

Consideremos que, apds a tor¢do, o momento fletor My seja decomposto segundo as
novas posi¢oes dos eixos principais de inércia.

y 71 Xi
yiw 9
M,
— M > X
Ma /* \

Figura 09

O momento que fara a pega fletir em torno de y, (nova posi¢ao de y apos a tor¢ao)
sera:
M, ,=—M,.sen0~—M, 0 .

No plano x-z, ap6s a flexdo lateral, as componentes de My sdo:

X X1
AR g
7 T4
— GRS
x: flecha lateral x’: rotacao
(lateral)
Figura 10

Seja M, o momento torsor (incognito) que, eventualmente, surja em um dos apoios,
no momento da flambagem. Assim, o momento torsor T numa se¢do genérica
(distante z do apoio) sera:

T=M+T,=M,+M .x' .
De acordo com o que foi visto no estudo da flexdo e da tor¢ao, temos:

El, x""=M, e G.1,,0'=T ou
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1
E.D,.x""=—M,.0 ¢ G.1,.0'=M+M x', 0'=-—(M;+M, .x')
cTt

El,.x""=—M,.0’

Eliminando 6 nas equagdes acima, temos:

!I(_l_ MX (M +M ;)_O f d k2_ sz
YOTE T, G, Tt )TE N0 B e TR T,

M
x kT x =k 2

X

A solugdo desta equagdo é:

M,
x=C1+C2.sen(kz)+C3cos(kz)—V-Z

X

MO
x '=k.Cz.cos(kz)—k.C3.sen(kz)—ﬁ

X

x"'=—k>.C,.sen(kz)+C;.cos(kz)

Como oo Elv i1
omo = M. X

E.I,.k°
QZM—y-[Czsen(kz)+C3.cos(kz)]

X

As condicdes de contorno da barra birrotulada sdo:

x=0 em z=0 = C(C+C;=0
0=0 em z=0 = (C;=0 = (C=0
MO
x=0 em z=L = Cz.sen(kL)—M—-L=0
0=0 em z=L = C,.sen(kL)=0 = M,=0

Conclusao: C,=C;=M =0 e C,.sen(kL)=0 .

A solu¢dao C, = 0 ndo interessa pois se C, = 0, entdo x = 0 e a barra nao flete
lateralmente nem torce, isto ¢, ndo ha flambagem.

Da solugdo sen(kL)=0 , temos:
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k= % onde n ¢ um inteiro.
2
De k’=———=— e k=n.L ,concluimos que

G.1,E.]

t y
n.m
MXZT’\ EIyGII

sdo os momentos fletores que provocam a flambagem por flexdo lateral com torgdo
numa barra birrotulada submetida a flexdo pura.

O momento critico de flambagem eléstica serd o valor minimo de My (para n = 1),
isto é:

MC,:%-\/E.I},.G.IZ :

No caso geral (quaisquer condi¢des de apoio), o momento critico sera:

T

ML’)‘:
L

VE.1,G.1, .
N

Este momento pode ainda ser escrito em fung¢do do indice de esbeltez para
flambagem por flexdo em torno do eixo de menor inércia A,.

E.I E.A.r? A
M, =my—2-G. I =y ——GI,=mE.5G.I, ,
Lﬂ Lﬂ ?\y

v o
MC,:A—-\/E.A.G.L

y

A expressao acima ¢ valida desde que:

a) O momento fletor ndo varie ao longo da viga (flexdo pura);

b) A secdo seja duplamente simétrica (a equacao da linha eléstica foi escrita para
flexdao em torno de x e de y);

c) O empenamento da se¢do seja desprezivel (C, = 0).

Esta expressao pode, ainda, ser escrita de outras formas.

2 2 2 2
mw.E.A A" m.FE G-I, , ,
M = G-I - = . A
cr \/ Ayz tAz.}"Oz \/)\yz A.I’OZ ry

ou
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— m.A.r, ——
Mcr:A'r'O'\/fey'fez ) Mcr: A L. E'fez

y

Esta expressao ¢ valida também para se¢des com empenamento ndo nulo (Cy, # 0), se

1T2.E.CW+G /
considerarmos L ' . Assim,
“ A.r,?
E.A.ry|m.E.C, m.E.C
Mcrzl'\/ P O' > w-f-G.]t :l' EA 2721/\)+G.[t ou
A, A.r, Ly A, r,A,
2
m.E.C,
M, ="uE4c6.1. 1+ L
A, r,.G.I, X

Obs.: Notar que se C, = 0, a expressio do momento critico passa a ser a
anteriormente deduzida.

No caso de se¢do com simetria apenas em relagdo ao eixo normal ao de flexdo (eixo
y) e Cy, %0,

2

Zil 4

fez 2 ou

A
S

M= f A |5t

A2 2 m . E.A °

y

2 2
2|77,

I
— [yt +y).da=2y,
x A

Vo € a ordenada do CC, relativa aos eixos centrais principais
da secao;

O valor positivo da raiz quadrada ¢ valido quando o

momento fletor solicitante ¢ positivo.

onde "=

Para flexdo simples (momento variando ao longo da viga), M., é sempre igual ou
superior ao valor acima e sua determinagdo muito complexa. Se, para fins praticos,
considerarmos 0 momento sempre constante, estaremos a favor da seguranca.

Flambagem Ineléstica:
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A expressao do momento critico vista no sub-item anterior somente ¢ valida para
tensoes maximas de compressdao inferiores ao limite de proporcionalidade do
material, isto €, para momentos inferiores a0 momento limite de flambagem elastica

M; = 6, Wi,

I, . )
onde W, .=— ¢ o modulo resistente elastico a flexao da barra,

c

Ix ¢ o momento de inércia relativo ao eixo de flexdo da barra e
y. € a distancia da Linha Neutra da se¢do transversal ao seu ponto mais
comprimido.

Da condi¢ao M. = M,, determinamos A = A,, isto é,

2\,:)\0'2\/2~\/1+\/1+5 :

wE.A.K, 4.C,.M’
_ Sk et K,=G.I,~y, .M
Mr ’ B ] Ké S 0 t yl r

y

onde A,

Este ¢ o indice de esbeltez limite de flambagem elastica - valor de A além do qual a
flambagem ¢ elastica.

A determinag¢do da expressdo do momento critico de flambagem inelastica e do
indice de esbeltez A, (abaixo do qual a se¢do mais solicitada da barra plastifica
totalmente antes de flambar) ¢ feita, em geral, de forma semi-empirica, como no
caso das barras comprimidas.

Flambagem de Chapas Comprimidas e Fletidas

A tensdo critica de flambagem elastica de chapas comprimidas ou fletidas ¢ dada por

onde k ¢ um parametro que depende de propriedades geométricas da chapa, das suas
condicoes de apoio e do tipo de solicitagdo a que esta submetida e
o. ¢ a tensdo critica de flambagem elastica de uma chapa de comprimento
infinito, comprimida conforme a figura abaixo.

| |l | |p
| “ FLAMBAGEM |
A A A A AN A AN A




Versao 2008 29

Esta tensdo vale
2
w.FE
(1-v?).A°

z

e

L, b ) . .
onde ?\Z=r—ﬂ=— ¢ o indice de esbeltez do elemento de comprimento b e secao

z z

transversal retangular de dimensoes ¢ x dz,

dl, . C ~ o .
r.= dAZ ¢ o raio de giracdo desta se¢do em relagdo ao eixo z,

z

dA=t.dz ¢ a area desta secao,

3
dlz:t -4z & o momento de inércia desta secao relativo ao eixo z €

v ¢ o0 Coeficiente de Poisson do material.

. E

. b
Assim, A =—12=AN12 e o =—"T—"5—7 ,
t 12.(1—-v?).A

b i .
onde ?\27 ¢ considerado o

indice de esbeltez da chapa. Assim,

k.’ E k.mt>. D

C12.(1=v) A t.B

cr

E.t P ~
onde Dzm ¢ arigidez a flexdo da chapa.

Valores de k

A tensdo critica de flambagem ineldstica ¢ também obtida por processo semi-
empirico.
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